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Prostorno-vremensko prostiranje aerozagađenja 
iz tačkastog izvora – kvazi 1D model 

IZVOD 

Problem zagađenja – posebno vazduha u velikim gradovima, nastao je naglim tehnološkim 
razvojem. U radu je analizirano prostiranje zagađenja vazduha koji potiče iz periodičnih tačkastih 
izvora. Zagađenje se razmatra kao kvazi jedno-dimenziono usmereno od izvora, za slučaj kada 
nastaju difuzijski procesi, apsorpcija i protok vazduha. Parcijalna diferencijalna jednačina koja 
opisuje sve date procese numerički se rešava za usvojene realne parametre pomenutih procesa. 
Određena je vremenska promena koncentracije aero-zagađenja sa udaljenjem od njenog izvora. 

Ključne reči: Aero-zagađenje, periodični tačkasti izvor, kvazi 1D prostiranje, difuzioni procesi, 
apsorpcija, protok vazduha, prostorno-vremenska distribucija. 

 

1. UVOD 

Smatra se da kvalitet vazduha u urbanim sredi-
nama ima veći uti aj na zdrav je stanovni tva u 
odnosu na druge faktore životne sredine i da zaga-
đivači spo jnog vazduha predstav jaju jedan od naj-
važnijih uzroka zdravstvenih pro  ema uop te. 
 rojna epidemio o ka ispitivanja pokaza a su da je 
zagađenje vazduha u o  iku česti a koje se mogu 
udisati povezano sa povećanjem mor iditeta i smrt-
nosti od respiratornih i kardiovaskularnih bolesti. 
APHEA projekat „Zagađenje vazduha i zdrav je: ev-
ropski pristup“ [1] jedna je od epidemio o kih stu-
dija u kojoj se prate kratkotrajni efekti aerozaga-
đenja prema nekim zdravstvenim parametrima. Po-
se na pažnja posvećena je dnevnoj promen jivosti 
funk ije p uća, učesta osti nege u  o ni i i smrt-
nosti. Na primer, u Parizu je rizik od smrtnosti z og 
respiratornih  o esti porastao na 1   , sa 1   
 g m  prirasta  e dećih česti a.  e deće česti e, 
crni dim i sumpor dioksid (SO2) povezani su sa hit-
nom hospitalizacijom respiratornih pacijenata. Stu-
dija u Španiji utvrdi a je da su oksidi, pose no azot 
dioksid (NO2  i ozon, povezani sa smrtno ću od 
kardiovasku arnih  o esti, naročito tokom  eta. 
Takođe je utvrđen kan erogeni uti aj mnogih 
toksičnih jedinjenja. 
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Do sada je identifikovano nekoliko stotina razli-

čitih zagađivačkih materija (najznačajniji i najče ći 

su prikazani u tabeli 1). Kvalitet vazduha određuje 

se kon entra ijom zagađivačkih jedinjenja (zagađi-

vača  u vazduhu i i njihovim ta oženjem na povr inu 

u toku određenog vremena. Kon entra ija zagađi-

vača je masa, zapremina i i ko ičina materije koja 

se na azi u određenoj masi, zapremini i i ko ičini 

vazduha. 

Tabela 1. Najznačajnija i najčešća zagađivačka 
jedinjenja i izvori tog zagađenja 

Table 1. The most significant and common pollutant 
compounds and their sources 

Zagađivačko 
jedinjenje 

G avni izvor zagađenja 

Sumpоr dioksid 
SO2 

Sagorevanje uglja, nafte, te ka 
meta urgija i pratećа industrija  

Vodonik sulfid 
H2S 

Hemijski procesi, rafinerije 

Ugljen monoksid 
CO 

Sagorevanje 

Azot oksidi NOx Sagorevanje 

Cn Hn+2 
Isparavanje tečnih goriva i 
izduvni gasovi 

Čađ Sagorevanje 

Suspenzije 
česti a 

Tehno o ki procesi, kamenolomi, 
proizvodnja cementa 

Isparenja organ-
skih jedinjenja 

Hemijski procesi, proizvodnja 
nafte, distribucija benzina 

mailto:jovan.setrajcic@gmail.com
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Pored kon entra ije zagađujućih jedinjenja iz 
izvora zagađivača, kva itet vazduha na jednom 
području takođe je određen meteoro o kim e e-
mentima i us ovima: stanje vazdu nog pritiska, 
smer i  rzina vetra, vrt ožne struje, v ažnost vazdu-
ha, prisustvo mag e, ko ičina ki a, temperatura vaz-
duha i inverzija temperature. Najveća kon entra ija 
zagađujućih jedinjenja se  iri vodoravno u prav u 
vetra.   periodima „ti ine“ – nepostojanja kretanja 
vazduha, sva zagađujuća jedinjenja ostaju u nase-
 jenom području.   nižim nivoima atmosfere vaz-
duh je top iji i pomera se prema gornjim, h adnijim, 
s ojevima koji omogućavaju norma nu disperziju. 
Međutim, u us ovima  rzog h ađenja do azi do in-
verzije zemljine temperature. Prizemni vazduh je 
hladniji od vazduha u vi im s ojevima, pa disperzija 
nije moguća. Nizak vazdu ni pritisak, odsustvo vet-
ra, visoka v ažnost vazduha, izmag i a i tempera-
turska inverzija smanjuju raspode u zagađujućih 
jedinjenja u visini i da jini, drže ih u nivou t a i kon-
 entri u se   izu izvora zagađenja. Moguće je da 
se smog formira zajedno sa jedinjenjima koja su 
izuzetno toksična i opasna za  judsko zdrav je. Nivo 
zagađujućih jedinjenja određuje se merenjem [1,2]. 

Zagađenje vazduha se može preneti na ve ike 
uda jenosti u poređenju sa mestom izvora.  da je-
nost zavisi od brzine distribucije (difuzije) zaga-
đenih vazdu nih masa i  rzine ta oženja zagađuju-
ćih jedinjenja. Zbog svega toga, potrebno je defini-
sati prognozu prostiranja aerozagađenja u datim 
us ovima. Ovo se postiže mode ovanjem i to smo 
pre iminarno učini i ove godine [3], a rezu tate 
prikazujemo u ovom radu. 

Za pro enu prostiranja zagađenja vazduha ne-
ophodno je poznavati: kva itet (fizička i fizičko-he-
mijska svojstva  zagađujućih jedinjenja i ko ičinu 

(iznos uče će , od čega zavisi dejstvo svakog 
zagađivača pojedinačno. 

2. MODELOVANJE PROSTORNO-VREMENSKE 
DISTRIBUCIJE AERO-ZAGAĐENJA 

Procesi prostiranja česti a u atmosferi od ve i-
kog su interesa za mnoga područja  judske aktiv-
nosti. Sazrevanje svesti o važnosti ovih pro esa 
omogući o je sta nost merenja u s už i praćenja i 
prikupljanja podataka. Na osnovu rezultata merenja 
nastali su empirijski mode i zagađenja vazduha. 
Kasnije, u oženi su značajni napori u razvoju meto-
da za ana izu difuzije česti a u oko noj atmosferi. 
Rezu tati ovakvih istraživanja primenjuju se za pro-
gnozu posledica prostiranja opasnih jedinjenja ka-
da se dogodi vanredna situa ija z og raz ičitih nez-
goda i nesreća u kojima se razvijaju koncentrisana 
aerozagađenja. Uprkos velikim naporima koji su 
u oženi u ova istraživanja, ne postoje op te prih-
vaćeni mode i za ana izu raspode e zagađenja u 
vazduhu. To je objektivno us ov jeno razno iko ću i 
s oženo ću ovih pro esa. Zbog toga postoji veliki 
 roj mode a raz ičitog tipa. 

K asični empirijski mode  je Paskui -Gifordov 
mode  [4], dok se  er andsov mode  može dati kao 
primer teorijskog modela turbulentne difuzije [2,4]. 
Unutar empirijskih modela, fizika procesa u atmo-
sferi se gotovo u potpunosti ne uzima u obzir ili je 
vr o gru o uk jučena. Danas naj o je rezu tate, us-
 ovno rečeno, daju po u-empirijski modeli. Ovde je 
empirijski model dopunjen dobro razvijenim 
matematičko-numeričkim aparatima koji o uhvataju 
ana izu veoma komp ikovanih situa ija i omoguća-
vaju sintezu rezu tata raz ičitih eksperimenata, na 
primer meteoro o kih i difuzijskih uslova istovre-
meno. 

 

Slika 1. Gausov model čestične emisije od tačkastog izvora [2,6] 

Figure 1. Gaussian model of particle emission from a point source [2,6] 
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Osnovne jednačine u ovim mode ima do ijene 
su raz ičitim aproksimativnim pristupom re avanju 
jednačine tur u entne difuzije. U smislu matema-
tičke o rade i tretiranja pomenutih pro esa, mode i 
se mogu razvrstati na tri vrste: Gausove, Ojlerove i 
Lagrangeove [4–6]. Najjednostavniji model za izra-
čunavanje kon entra ije česti a nečistoća pri t u je 
statistički Gaussov model. U osnovi ovog modela 
na azi se pretpostavka da česti e koje iz a uju 
neprekidni tačkasti izvori stvaraju o  ak dima u 
kojem se distri u ija česti a pokorava norma noj 
Gaussovoj raspodeli (slika 1). 

U ovom modelu informacije o brzini vetra uzi-
maju se kao parametar sa naj  iže meteoro o ke 
stani e i pretpostav ja se da se  rzina održava 
tokom vremena potre nog za preno enje česti a 
nečistoće na rastojanje 20 – 30 km. Dobijeno je da 
o  ik disperzije koja opisuje rasipanje o  aka česti-
ca direktno zavisi od udaljenosti od izvora. Zbog  
pretpostavke da je vertikalno i horizontalno raseja-
nje česti a međuso no nezavisno i da se kompo-
nente brzine vetra ne uzimaju u obzir, pokazalo se 
da su nedosta i ovog mode a  to se u početnom 
trenutku uzima se da je kon entra ija česti a u iz-
voru  eskonačno visoka i da nije moguće izraču-
nati kon entra ije česti a za ma u  rzinu vetra 
(manju od 1 m/s). 

Ojlerov mode  zasnovan je na re avanju 
poluempirijske jednačine tur u entne difuzije [5]: 

,x y z

q q q q
V q k k k

t x x y y z z

          
         

            (1) 

gde qV 


 defini e odgovarajuću komponentu jed-

načine, kx, ky i kz su koeficijenti turbulentne difuzije, 
a q je srednja vrednost kon entra ije nečistoća. 
Ova mode  prostiranja nečistoća uzima u o zir os-
novne karakteristike ovog pro esa: prenos česti a 
duž prav a konvek ije protoka, tur u entnu difuziju, 
konvekciju, prostorno-vremensku nehomogenost 
parametara raspr ivanja, interak ije čestica sa 
povr inom zem je, itd. 

Oj erov mode  omogućava izračunavanje kon-
 entra ije česti a na području uda jenom 5  km od 
tačke i drugih izvora koji kontinuirano zrače neči-
stoće, pod proizvo jno meteoro o kim us ovima, 
iznad povr ine t a proizvo jnog re jefa. Takođe, on 
daje podatke o kon entra iji nečistoća u s učaju ve-
tra ma ih  rzina, čak i u s učaju sta i nog vremena. 
Koeficijenti turbulencije zavise od brzine vetra, sta-
nja atmosfere, povr inskog re jefa i pre aska uda je-
nosti nečistoća iz posmatrane tačke – po ožaja 
izvora zagađenja: 

 (2) 

gde Uz predstavlja brzinu vetra merenu na nad-
morskoj visini zr iznad nivoa tla, z0 

je odlika 

povr inskog re jefa,  je Karmanova konstanta, 
hSBL je visina blizu osnovnog nivoa atmosferskog 
sloja, x je uda jenost koju je pre  a česti a neči-
stoće od izvora do posmatrane tačke, x1 je stan-
dardno rastojanje jednako 1000 m, b je eksponent 
funkcije snage, dok je P koeficijent anizotropije 
turbulencije [ ]. Jednačina (2  opisuje prostornu 
raspodelu srednjih koncentracija kao i njihovu pro-
menu u vremenu i u tom smislu predstavlja jed-
načinu prognoze. 

Ana itički pristup re avanju jednačina atmos-
ferske difuzije veoma je s ožen pro  em, moguć 
jedino ako se iskoristi niz aproksima ija. Te koće u 
re avanju ana itički navedenih jednačina jav jaju se 
čak i za jednostavne s učajeve. Istraživanje atmo-
sferske difuzije iznad povr ine sa s oženim re jefom 
pretpostav ja promenu mnogih meteoro o kih e e-
menata,  to svaki pojedinačno, us ožnjava i prak-
tično onemogućava ana itičnost re enja. Stoga, nu-
merički pristupi se nameću kao jedino moguće re-
 enje za integra jenje jednačina tur u entne difuzi-
je.  ez o zira na kapa itete i mogućnosti računar-
skih resursa, za uspe no prona aženje raspode e 
zagađenja vazduha potre no je veoma razumno 
oda rati parametre jednačine. 

3. REŠENJE ZA KVAZI 1D PROBLEM 
PROSTIRANJA AERO-ZAGAĐENJA 

Ovaj deo je posvećen ana izi prostiranja aero-
zagađenja u re ativnoj   izini tačkastog izvora. 
Ana iziraće se prostorna raspode a tačkastog zaga-
đivača, kada se događaju pro esi difuzije, apsor-
p ije i protoka vazduha. Ograničićemo se na kvazi 
linearan – 1D problem, jer nam je cilj da procenimo 
prostorno-vremensku raspodelu koncentracije od 
izvora aero-zagađenja prema datoj dinami i zaga-
đenja. Iako se radi o izvesnoj idea iza iji oda irom 
kvazi-1D pro  ema, to se nadoknađuje razmatra-
njem praktično svih mogućih fizičkih mehanizama 
koji de uju tokom prenosa zagađujućih česti a 
[8,9]. Takođe, izabrali smo (postulirali) funkciju 
izvora u ana itičkoj formi, koja stvarno odražava 
njeno delovanje u toku rada jednog industrijskog 
postrojenja. Jednačina tur u entne difuzije opisuje 
re ativnu ko ičinu, odnosno kon entra iju aerozaga-
đenja na datom – relativno bliskom rastojanju od 
izvora u toku vremena: q ≡ q(t) i za posmatrani 

s učaj je s edećeg o  ika [1 ,11]: 

 (3) 

gde je u brzina vetra u pravcu i smeru x-ose, b je 
koefi ijent difuzije nečistoća, Aφ(t  predstav ja 
funk iju ko ičine emitovanih česti a nečistoća u 

2
1

0 1

; ,
ln( / )

b

SBL
z z y z

r

h x
k U k k P

z z x

  
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 

2
2

2
( ) ( ),

q q q
u b cq A t x

t x x
 
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jedinici vremena, a c je koefi ijent koji karakteri e 
apsorp iju česti a nečistoća (može se do iti nakon 
hemijske ana ize atmosferskih pro esa koji dovode 
do transforma ije nečistoća i njihove apsorpcije). 

Da  i pro es, opisan jednačinom (3 , postao 

realniji, pretpostavili smo da je φ(t  periodična 

funk ija definisana [ ] s edećim o  ikom: 

 (4) 

Dak e, tačkasti izvor emituje toksična jedinjenja 

u intervalu t2 – t1. Granični i početni us ovi, u tom 

s učaju mogu da se izraze u formi: q(±∞,t) = 0 i 

q(x,±∞  =  . Tre a napomenuti da navedene (i 

postulirane) jednačine opisuju srednje vrednosti 

kon entra ija.   jednačini (3  uzimamo s edeće 

vrednosti parametara: u1 = 1 m/s, u2 = 4 m/s, b
2
 = 

3,5 · 10
–3

 m
2
/s, A = 10

12
 i c = 2·1 

–3
. Prihvaćena 

vrednost za koeficijent difuzije odnosi se na CO2. 

Numeričkim pristupom uz pomoć matematičkog 

paketa Mathematica, nađeno je traženo re enje i 

grafički prikazano s edećim grafi ima na s i i 2. 

 a) 

 b) 

 c) 

Slika 2. Prostorno-vremenska distribucija 
koncentracija nečistoća 

Figure 2: Spatially-temporal distribution of pollutant 
concentration 

Na slici 2a data je prostorno-vremenska 
raspode a za s učaj kada je  rzina vetra 1 m s, dok 
je na slici 2b data ista distri u ija za s učaj kada 
ona iznosi 4 m s. Na s i i 2  prethodna dva s učaja 
su data zajedno radi  ak eg poređenja. Može se 
videti da kon entra ija opada sa vremenom, sporija 
sa većim vrednostima  rzine vetra. Takođe, kon-
centracija opada sa rastojanjem od izvora (u na-
 em s učaju, na primer, to iznosi oko 30 % na 
rastojanju 3 km od izvora, a u samom izvoru – na 
rasojanju 0 m, je 100 %). 

4. DISKUSIJA DOBIJENIH REZULTATA 

Sa grafika se može uočiti da koncentracija 
polutanata (q) opada i tokom vremena, kao i sa 

udaljenjem od izvora. 

Tokom vremena brzina opadanja koncentracije 
je znatno  rža kada je  rzina vetra u = 1 m/s 
(zeleno) u odnosu na slučaj kada je brzina vetra u 
= 4 m/s (oker). U funkcionalnom smislu tokom 
vremena koncentracija za u = 1 m/s opada hiper-
bolično, a u slučaju kada je u = 4 m/s koncentracija 
polutanata opada parabolično. Koncentracije polu-
tanata su na kraju vremenskog perioda od 
10.000 s (skoro 3 h) i u jednom i u drugom slučaju 
iste na rastojanju od izvora do 2 km. Preko 2 km je 
koncentracija, za slučaj kada je brzina vetra u = 4 

m/s, znatnije vi a.  

Takođe, sa grafika se vidi da za upo a kraæe 
vreme, na primer 5.000 s (skoro 1,5 h), koncentra-
cija polutanata pri brzini vetra od u = 1 m/s opada 
znatno  rže od koncentracije pri brzini vetra od u = 

4 m/s. 

Radi preg ednosti, ove numeričke podatke smo 
prikazali i u tabeli 2. Koncentracija polutanata u 

tabeli je izražena u %, u odnosu onu na samom 
izvoru, gde je ona 100 %. 

1 1

1 2 2

2 2 1

0, (0, ); 0;

( ) 1, ( , ); 2 ;

0, ( , 2 ); .

t t t

t t t t t T

t t T t t



 


  
  
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Tabela 2. Promena koncentracije polutanata sa rastojanjem od položaja izvora zagađenja u toku proteka 
vremena od početka stacionarnog (neprekidnog) rada tog izvora 

Table 2. Changes in pollutant concentration depending on the distance from their source and the time since the 
onset of its continuous operation 

t = 5.000 s q(x,t) % 

x m u = 1 m/s u = 4 m/s 

 500  92,58 92,58 

1.000  75,90 75,90 

1.500  66,80 66,80 

2.000  38,83 38,83 

2.500  33,40 34,79 

3.000  28,79 30,36 
 

t = 10.000 s q(x,t) % 

x m u = 1 m/s u = 4 m/s 

500  92,58 92,58 

1.000  66,80 75,90 

1.500  47,70 55,60 

2.000  39,76 52,19 

2.500  33,40 50,60 

3.000  28,79 49,21 
 

 

5. ZAK J ČAK 

Pro  em zagađenja vazduha je us ov jen i dikti-

ran razvojem industrije i sao raćaja. U svim zem-

ljama se uvodi kontro a stanja životne sredine, 

najvi e atmosfere. Efikasnost ove kontro e odre-

đuju dve komponente: direktno – merenjem kvalite-

ta vazduha pomoću pose nih instrumenata koji se 

o jedinjuje u jedinstven sistem –  azu praćenja 

atmosfere, i indirektno – teorijskim mode ovanjem 

aero-zagađenja koji omogućava određivanje kon-

centracije toksičnih jedinjenja u o  astima koje nisu 

i i ne mogu  iti o uhvaćene direktnim merenjima. 

Međutim, teorijski rezu tati migu se uspe no koristiti 

i za prognozu distri u ije nasta og zagađenja, čak i 

u s učaju in itentne situa ije. Na taj način mode i-

ranje se postaje deo sklopa celokupnog praćenja 

aero-zagađenja. 

S o zirom na ekspanziju kapa iteta računarske 
opreme i po o j anja matematičkih metoda za 
analizu procesa prenosa i rasejanja gasovitih, teč-
nih i čvrstih komponenti zagađenja vazduha teo-
rijsko modeliranje je stasalo u efikasan instrument 
za istraživanje atmosferskog stanja. Određivanje 
nivoa aero-zagađenosti primenom odgovarajućeg 
mode a raspode e zagađenja omogućava simu a-
 iju  irenja toksičnih jedinjenja za raz ičite pretpo-
stav jene intenzitete emisije u topo o kim, ur anim i 
meteoro o kim us ovima.  z pomoć teorijskog pri-
stupa – formiranjem odgovarajućeg materatičko-
fizičkog mode a može se do iti sasvim realna slika 
disperzije česti a zagađivača u oko nu atmosferu, 
koja može pos užiti kao osnova za pro enu poten-
cijalne opasnosti. 

Na jednostavnijem – kvazi-1D mode u periodič-

nog (industrijskog  tačkastog zagađivača, demon-

strirali smo prostorno-vremensku raspodelu kon-

centracije zagađivača u pravcu vetra (za dve 

raz ičite vrednosti  rzina  od izvora, pa do tačke 

udaljene 3 km od tog izvora. Pokazali smo da 

kon entra ija zagađenja na određenoj uda jenosti 

od izvora tog zagađenja opada sa protekom vre-

mena od tenutka prestanka emitovanja zagađenja, 

te da je to opadanje sporije pri većim vrednostima 

 rzine vetra. Takođe, ako se posmatra prostorna 

raspode a aerozagađenja u određenom trenutku 

vremena, konstatuje se da kon entra ija zagađenja 

praktično linearno opada sa udaljavanjem od 

izvora. 
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ABSTRACT 

SPACE-TIME PROPAGATION OF AIR POLLUTION FROM DOT SOURCE – 
QUASI 1D MODEL 

The problem of pollution – especially air pollution in big cities, has arisen with rapid technological 
development. This paper analyzes the propagation of air pollution originating from periodical dot 
sources. Pollution will be is examined as a quasi-one-dimensional directed from the source, in 
case when diffusion processes, absorption and airflow occur. The partial differential equation 
describing all given processes is solved numerically for the adopted real parameters of the 
mentioned processes. The time change of the concentration of air pollution with distance from its 
source was determined. 

Keywords: Air-pollution, periodical dot source, quasi 1D propagation, diffusion processes, 
absorption, airflow, space-time distribution 
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